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Avaliacao Diagnostica de Entrada

APRESENTACAO
A politica educacional da Secretaria da Educacao do Estado de Sdo Paulo explicita

em seu Plano Estratégico 2019-2022 a nossa missao: “garantir a todos os
estudantes aprendizagem de exceléncia e a conclusdo de todas as etapas da
educacao basica naidade certa”.

Para alcancar esse propdsito, os processos avaliativos exercem um papel
essencial. As avaliagoes diagnosticas e formativas se complementam com a
finalidade de apoiar o trabalho dos professores, direcionando-o para as
necessidades de aprendizagem dos estudantes. Aqui se inserem a Avaliagao
Diagndstica de Entrada — ADE - e a Avaliacao da Aprendizagem em Processo —
AAP - que neste ano estdo planejadas de forma articulada ao Calendario Escolar
2020, em momentos-chave do ano para utilizagcdo de seus resultados como apoio
as escolas, oferecendo suporte as Semanas de Estudos Intensivos, as a¢des
continuas de recuperacao, aprofundamento e replanejamento ao longo dos
bimestres.

O desenho pedagdgico das avaliagdes aplicadas a todos os anos/séries do ensino
fundamental e do ensino médio, que inclui a ADE e a AAP, esta articulado ao
curriculo, envolvendo agdo integrada dos diferentes departamentos da
Coordenadoria Pedagdgica. Adota o Curriculo Paulista como referencial no
ensino fundamental, e no ensino médio o curriculo oficial ainda vigente para esta
etapa.

A Avaliacdo Diagndstica de Entrada — ADE — que constitui o conteudo deste
primeiro documento — aplicada noinicio do ano letivo, é focada exclusivamente
nas habilidades de anos/séries anteriores essenciais para o percurso
educacional dos estudantes, necessarias a aquisicao das habilidades do curriculo
previstas para o ano a ser iniciado. Permitird a identificacdo, de forma mais
precisa, das reais necessidades de aprendizagem dos estudantes, explicitando
tanto as habilidades que mais dominam como aquelas que necessitam de maior
atencgao.

Ja as AAP, enquanto avaliagdes formativas bimestrais, trardo majoritariamente
habilidades previstas no curriculo (Curriculo Paulista para o ensino fundamental e
curriculo oficial ainda vigente no ensino médio) para os respectivos bimestres do
ano em curso e, como inovag¢ao, incluirao também algumas habilidades de
percurso - as anteriores que devem ser desenvolvidas ou consolidadas para a

continuidade do processo de aprendizagem.

Além da formulagao dos instrumentos de avaliagdo — Prova do Aluno — foram
elaborados os correspondentes materiais de apoio ao docente, contendo os
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quadros de habilidades, questdes, gabaritos, orienta¢des para aplicagdo (no caso
dos anos iniciais do ensino fundamental) e recomendac¢bes pedagodgicas para
cada prova.

Ao contrario das avaliagdes de sistema em larga escala, as questdes das
avaliacdes ADE e AAP nao sao sigilosas. As provas impressas sao enviadas para
as Diretorias de Ensino em pacotes abertos, para entrega as escolas, e publicadas
na Intranet ao final da sua aplicacdo. Isso porque é um material de apoio para o
trabalho pedagodgico. Sendo assim, é fundamental que todos os envolvidos no
processo se conscientizem da importancia de ndo divulgar os gabaritos enquanto
durar a aplicagdo, pois isto apenas prejudica a fidedignidade dos diagndsticos e
consequentemente o trabalho pedagdgico a partir das necessidades dos
estudantes.

Os registros resultantes da ADE, das AAP e do Saresp, inseridos na Secretaria
Escolar Digital - SED e apresentados na Plataforma Foco Aprendizagem,
agregados aos que a escola e o professor ja possuem a partir de suas avaliacoes
internas, oferecem informagdes preciosas para o planejamento, replanejamento
e acompanhamento das a¢des pedagogicas, sobretudo aquelas relacionadas aos
processos de recuperagao e aprofundamento.

Esperamos que as avaliagdes e orientagdes pedagogicas sejam efetivamente
subsidios concretos a acao docente para a necessaria intervencao pedagogica a

favor da melhoria da aprendizagem de todos os nossos estudantes.

Coordenadoria Pedagdgica (COPED)
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Avaliacao Diagnostica de Entrada - Matematica

A premissa basica a respeito de um processo avaliativo deve ser considerada
como instrumento que subsidiara tanto o estudante no seu desenvolvimento
cognitivo, quanto ao professor no redimensionamento de sua pratica
pedagdgica.

Desta forma, a avaliagdo da aprendizagem passa a ser um instrumento que
auxiliara o educador a atingir os objetivos propostos em sua pratica educativa,
neste caso a avaliagdo sob essa dtica deve ser tomada na perspectiva diagnostica,
servindo como instrumento para detectar as dificuldades e possibilidades de
desenvolvimento do educando.

Neste sentido, as 12 questdes que constam deste caderno, procuram verificar o
nivel de desenvolvimento das habilidades descritas para a Avaliagdo Diagndstica
de Entrada 2020 de Matematica que subsidiardo o trabalho no ano letivo.

Assim, a avaliacdo havera que ser percebida como um processo de mapeamento
e da diagnose do processo de aprendizagem, ou seja, a obtencao de indicadores
qualitativos do processo de ensino-aprendizagem no trabalho docente.

Seguindo esta concepgao, o Curriculo Paulista destaca que:

[...]aavaliagdo produz informagdes valiosas no que diz respeito a aprendizagem
dos estudantes, as necessidades de recuperacao e de refor¢o das aprendizagens,
a propria pratica em sala de aula, permitindo adequagdes e mudangas
metodoldgicas.

Desta forma, avaliar demanda um olhar atento do professor em rela¢do aos
avangos, assim como pensar em instrumentos pelos quais possa, de fato,
diagnosticar as aprendizagens dos estudantes e seus niveis de proficiéncia a
respeito do que lhes foi ensinado e planejar a¢des necessarias para que todos
possam aprender. SAO PAULO, 2018, p. 42

E importante salientar que as observacdes que constam nos Comentarios e
Recomendagoes Pedagdgicas deste caderno sdo pressupostos de resolucao,
cabendo ao professor analisar os registros dos estudantes.

E importante o professor realizar uma analise de acordo com a realidade do

processo de ensino-aprendizagem desenvolvido em sala de aula.

EQUIPE CURRICULAR DE MATEMATICA

COPED - CEFAF e CEM
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AVALIACAO DIAGNOSTICA DE ENTRADA

Matriz de Referéncia — 32 série do Ensino Médio

Questao Habilidade
1 Identificar os graficos das fun¢des seno e cosseno.
Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo
2 trigonomeétrico.
3 Identificar os graficos das fun¢des seno e cosseno.
Resolver problemas que envolvem razdes trigonométricas no
4 A A
triangulo retangulo.
Resolver problemas que envolvem razdes trigonométricas no
5 A A
triangulo retangulo.
6 Resolver problemas de analise combinatoria que envolvam
arranjos simples e/ou combinacdes.
Resolver problemas que envolvam processos de contagem —
7 principio multiplicativo.
8 Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo
trigonomeétrico.
Resolver problemas que envolvam processos de contagem —
9 o e
principio multiplicativo.
Relacionar um sistema de equagoes lineares a matriz
0 correspondente.
Resolver problemas de analise combinatdria, que envolvam
H arranjos simples e/ou combinacgdes.
Relacionar um sistema de equagoes lineares a matriz
2 correspondente.
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GABARITO

QUESTAO A B C D

10

11

12
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Habilidade

Identificar os graficos das fungdes seno e cosseno.

Questao o1

Observe o grafico abaixo.

Ele corresponde a que fungao?

(A) f(x) = sen (x + %)

(B) f(x) = cos (x + E)
(Q) f(x) = sen(2x)
(D) f(x) = cos(2x)
(E) f(x) = tg(2x)

Comentarios e Recomenda¢oes Pedagogicas

A questdo requer que o estudante selecione a equacao adequada para
representacdo da funcao cujo grafico é apresentado, o que envolve a habilidade
de identificar os graficos das fungdes seno e cosseno.

E importante, primeiramente, perceber que o grafico apresentado é de uma
funcdo perioddica (com periodo igual a m), oscilante, continua e cujo
contradominio é [-1,1]. Portanto, esse grafico pode representar as fungdes seno

OU cosseno, mas nao tangente.

A expressao genérica das fungdes seno e cosseno, conforme observado por Lima
(2013)?, é a seguinte:

1LIMA, E. L. NUmeros e fungoes reais. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2013.
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f(x) =a+b-sen(cx+d) g(x)=a+b-cos(cx+d)

Em que os parametros a e b controlam a amplitude e o deslocamento vertical do
grafico da funcdo (sendo equivalentes a o e 1, respectivamente, no grafico
exibido) e os valores c e d controlam o periodo e o deslocamento horizontal da

funcao.

A fun¢do mostrada no grafico possui valor zero na origem, ou seja, f(0) = 0. Se
for considerado que a fungdo exibida pode ser a fungdo seno, para a qual
sen(0) = 0, ovalorde d é nulo (ndo ha deslocamento horizontal) e o valorde c é
dado por:

2n 27w

C=—=—= 2

p =«
Portanto, a funcdo f (x) pode ser f(x) = sen(2x).
Por outro lado, se for considerado que a fun¢do exibida pode ser a fungao
cosseno, paraaqual cos(0) = 1 e cos (g) = 0, ovalorde d precisa ser% para que

o valor de f seja nulo, conforme exibido. Novamente, o valor de ¢ é determinado

pelo periodo observado, resultando na seguinte possibilidade:

f(x) = cos (Zx + %)

Dentre essas duas possiveis representacdes para f(x), aquela que encontra
correspondéncia em alguma das alternativas apresentadas é f(x) = sen(2x),
alternativa C.

Estudantes que marcam a alternativa A (f(x) = sen (x + %)) provavelmente

fazem correspondéncia do grafico do enunciado com o de uma fungdo seno, mas

ndo reconhecem que o periodo é m, e ndo 2.

Estudantes que marcam a alternativa B (f(x) = cos (x + %)) correspondem o

grafico do enunciado com o de uma fun¢do cosseno, demonstrando que
possivelmente ndo conseguem distinguir o grafico desta fun¢do com o da fungao

seno, e ndo reconhecem que o periodo é 7, e ndo 2.

O assinalamento da alternativa D (f(x) = cos(Zx)) demonstra que o estudante
reconhece que o periodo da fungdo é i, mas provavelmente confunde os graficos
das fungdes seno e cosseno.

O assinalamento da alternativa E (f(x) = tg(Zx)) possivelmente sinaliza que o
estudante ndo reconhece as fun¢des trigonométricas basicas por meio de suas

propriedades ou de seus graficos.

Se o professor identificar que um grupo de estudantes sinalizou dificuldades com
essa questdao, uma boa atitude sera trabalhar — dentro do periodo letivo e das
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possibilidades do planejamento - a sequéncia didatica de Razdes
Trigonométricas?. Uma forma de fazé-lo é empregar Metodologias Ativas de
ensino, como a Aprendizagem Baseada em Problemas. Nessa abordagem, o
professor apresentara as situagdes da sequéncia, problematizando o
reconhecimento das fungdes trigonométricas adequadas. Os estudantes
discutirdo entre si as diferentes estratégias possiveis para resolver os problemas
e construirdao resolu¢des em conjunto, de modo a instigar a descoberta de
caminhos para resolucdo e o debate saudavel entre os estudantes. As habilidades

contidas nessa sequéncia didatica sdo:

- Resolver problemas que envolvem razdes trigonométricas no tridangulo

retangulo.
- Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo trigonométrico.

- Identificar os graficos das fungdes seno e cosseno.

Para apoiar o trabalho dessa sequéncia didatica, pode ser Util a consulta as

seguintes referéncias:

- Transformagdoes das funcbes seno e cosseno. Disponivel em:
<https://www.geogebra.org/m/Bbzfry8U>. Acesso em: 20 nov. 2019.

- Fungdes Trigonométricas: conhecendo, analisando e modelando. Disponivel
em: <http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=45743>.

Acesso em: 21 nowv. 2019.

- Graficos das fungdes trigonométricas - Funcdo seno. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnica.html?id=21944>. Acesso em:

20 Nov. 2019.

- Graficos das fungdes trigonométricas - Fungdo cosseno. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnica.html?id=38216>. Acesso em:

20 Nov. 2019.

2 Disponivel em:
<https://seesp.sharepoint.com/sites/intranet/coordenadorias/COPED/Planejamento2018/Forms/Allitems.aspx?id
=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATEM%C3
%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%205%C3%89RIES%20D0%20EM1%2
FSD%5FMATEM%C3%81TICA%5F3%C2%AA%20S%C3%89RIE%20EM%5F%20Raz%C3%B5es%20Trigonom%C3%A9t
ricas%2Epdf&parent=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%2
ODE%20MATEM%C3%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIE
$%20D0%20EM1>. Acesso em: 07 jan. 2020.
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Habilidade

Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo trigonomeétrico.

Questao 02

Seja o ciclo trigonométrico representado abaixo por uma circunferéncia de raio
unitario.

A Alg

’cotg

Y

cos

O quadrado ABCD representado na figura possui diagonais BD e AC que formam
45° com o eixo dos cossenos. Sobre as razdes trigonométricas do angulo %

podemos afirmar que:

wsen() =3 os()=3  w(l)=3
@sen(;) =5 ws(f)=F  w(f)=%
©sen() =3 os()=3  w(l)=3
Oysen(}) =5 cos() =3 () =1
@senl?) =3 o) =1 w(f)=1

Comentarios e Recomenda¢oes Pedagogicas

A questdo apresentada requer que o estudante selecione o conjunto adequado de
valores para as razbes trigonométricas do angulo de 45° num circulo de raio
unitario, o que envolve a habilidade de determinar seno, cosseno e tangente de

angulos no ciclo trigonométrico.

E importante reconhecer que uma das formas mais comuns de resolver esse
- . ’ A A
problema, contornando a habilidade aferida, é reconhecer que o angulo de "

radianos é equivalente a 45°, conforme pode ser apreciado a sequir:
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mrad = 180°

T 4 =
Z ra = X
0 180° 180°
X =—rad": = = 45°

4 nrad 4

As razoes trigonométricas desse angulo sao notaveis:

sen (%) = sen(45°) = g; cos (%) = cos(45°) = g; tg (%) =tg(45°) =1

Deve-se salientar que justamente a abordagem por meio do reconhecimento de
angulos notaveis e suas razoes trigonométricas, quando realizada de maneira

falha pelo estudante, é a principal responsavel pelo assinalamento das demais

. , 1 3
alternativas. Os estudantes que assinalam A (sen(%) =3 cos(g) = g tg(g) =

g) ou C (sen(%) = ? cos(%) = % tg(%) = /3), por exemplo, provavelmente

reconhecem erroneamente as razdes trigonométricas dos angulos de 30° ou 60°.

No caso das alternativas B e E, sao misturados os valores das razoes

. . A . bud vz bud
trigonométricas de todos os trés angulos notaveis: em B (sen(z) = cos(z) =

V2 b V3 . w
< tg(3) =) o estudante associa corretamente o seno e cosseno de -, mas

como valor de tg(%); ja em E (sen(%) =1

assinala o valor da tg(g) = V3 !

?I

cos(g) = % tg(g) = 1), analogamente, o estudante demonstra saber o valor da

T . T 1 T T
tg(z), mas assocla erroneamente o sen(g) = E como sen(z) eo COS(;) =

4
como COS(Z)'

Contudo, espera-se que o estudante seja capaz de resolver a atividade mesmo
sem conhecer previamente os valores das razdes trigonométricas do angulo
notavel de 45°, ou, pelo menos, que o estudante verifique a resposta alcancada
por meio do uso do ciclo trigonométrico fornecido no enunciado, identificando
adequadamente a posicdo e a magnitude de cada uma das razoes
trigonométricas:
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12

. ’ . N A
Dessa maneira, € nitido, por exemplo, que a tangente do angulo S tem

comprimento equivalente ao raio da circunferéncia unitaria, sendo, portanto,

igual a 1.

Ja os valores de seno e cosseno, que sdo iguais, ndo precisam ser calculados com

exatidao (embora o possam ser por meio do Teorema de Pitagoras). Basta inferir
~ . . . 1

que o valor dessas razdes precisa estar situado no intervalo entre > @ 1. Dessa

forma, a Unica alternativa apresentada que responde adequadamente ao

comando dentro dessas condicdes € a alternativa D, que apresenta tg G) =1le
l<sen(£) <1 l< cos(z) < 1.
2 4 2 4

O professor deve ficar sempre atento para identificar estudantes que
demonstrem dificuldades com esse tipo de questdo. Se isso acontecer,
recomenda-se o trabalho da sequéncia didatica de Razbes Trigonométricas3
durante o periodo letivo e dentro das possibilidades do planejamento. Uma
maneira interessante de realizar esse trabalho é empregando Metodologias
Ativas de ensino, como a Gamificacdo. Para empregar essa abordagem, o
professor convidara os estudantes a se dividirem em equipes e participar de um
jogo em que devem percorrer a sequéncia didatica em conjunto, de maneira que
cada equipe apresente a resolucdao das atividades correspondentes. A cada
rodada, pontuardo aqueles que alcancarem respostas adequadas dentro do
tempo maximo estipulado pelo professor, de modo que os vencedores devem
explicar seu raciocinio. Essa estratégia engaja os estudantes ao mesmo tempo
que cria oportunidades para que eles discutam entre si as solu¢des, aprendendo

3 Disponivel em:
<https://seesp.sharepoint.com/sites/intranet/coordenadorias/COPED/Planejamento2018/Forms/Allitems.aspx?id
=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATEM%C3
%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%205%C3%89RIES%20D0%20EM1%2
FSD%5FMATEM%C3%81TICA%5F3%C2%AA%20S%C3%89RIE%20EM%5F%20Raz%C3%B5es%20Trigonom%C3%A9t
ricas%2Epdf&parent=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%2
ODE%20MATEM%C3%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIE
$%20D0%20EM1>. Acesso em: 07 jan. 2020.
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uns com os outros. As habilidades contempladas pela sequéncia didatica em

questao sao:

- Resolver problemas que envolvem razdes trigonométricas no triangulo

retangulo.
- Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo trigonométrico.

- Identificar os graficos das fun¢des seno e cosseno.

Para complementar os trabalhos com essa sequéncia didatica, sugere-se a
consulta as seguintes referéncias:

- Conhecendo o circulo trigonomeétrico. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=1203>.

Acesso em: 20 nov. 2019.

- Estudando o circulo (ou ciclo) trigonométrico com o software GeoGebra — Parte
5: definindo a tangente no ciclo trigonométrico. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=56740>.

Acesso em: 20 nov. 2019.

Habilidade

Identificar os graficos das fungoes seno e cosseno.

Questao o3

As funcoes trigonométricas tém importantes aplicagdes na ciéncia como, por
exemplo, em modelos matematicos utilizados para descrever o processo
respiratorio. Seja a funcdo f(x) =2 —cosx que representa de forma
simplificada uma dessas func¢des.

E correto afirmar que o grafico de f(x) é dado por:

(A)

flxy
3
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\ J

0 /2 T 3m/2 2r X

Y

0 /2 b 3n/2 2n X

(D)
f(x) A
3 --------------------------------------------------
2
1
0 /2 . 3n/2 2 X

0 /2

Comentarios e Recomenda¢oes Pedagogicas
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A questdo apresentada requer que o estudante selecione o grafico que representa
adequadamente a fungdo f(x) =2 —cosx, o que envolve a habilidade de
identificar os graficos das fungdes seno e cosseno. Novamente, ressalta-se a
importancia de que o estudante seja capaz de realizar o transporte bilateral entre
as propriedades algébricas (a expressao genérica da fungao, seus coeficientes e o
significado deles) e as propriedades graficas (maximos, minimos, pontos de

interseccao com os eixos) das fungdes seno e cosseno.

Dominar essa habilidade permite que o estudante compreenda, com maior ou
menor grau de precisdao, comportamentos ondulatorios, oscilantes ou
combinagdes desses e outros comportamentos, de forma a incrementar sua

competéncia em modelar fenémenos periddicos.

Novamente, evocam-se as expressoes genéricas das fun¢des trigonomeétricas,
conforme observado por Lima (2013)%:

f(x) =a+b-cos(cx +d)

De modo que os parametros a e b controlam a amplitude e o deslocamento
vertical do gréfico da funcdo e os parametros ¢ e d controlam o periodo e o
deslocamento horizontal da funcao. No caso da funcao apresentada:

f(x) =2—cosx
Temosa =2,eb=—-1,c=1ed =0.

A consequéncia de a = 2 é que o contradominio (e, consequentemente, a
imagem) da funcdo apresentada devera pertencer ao intervalo [-1+4+a, 1+
a] = [1,3]. Ja o fato de que b = —1 indica que a amplitude da fun¢do ndo é
alterada, mas o grafico da funcao é invertido, ou seja, os maximos da funcao

cos(x) (que ocorrem para todo x = 2km) serdo transformados em minimos.

Portanto, para representar a funcdo f(x) =2 — cosx, deve-se procurar um
grafico cujos valores (eixo y) variem dentro do intervalo [—1, 3], e cujos minimos
ocorram para todos os x = 2km, k € Z,. Trata-se do grafico mostrado na
alternativa B.

Os estudantes que assinalaram a alternativa A identificam as propriedades da
funcdo cosseno adequadamente, compreendem corretamente o deslocamento
vertical da fun¢do gragas a a = 2, mas nao percebem que b = —1 causara a
inversdo do grafico. Na verdade, essa alternativa corresponde a fun¢do g(x) =
2 + cos(x).

Ja as alternativas C, D e E, respectivamente correspondentes as fun¢des h(x) =
2 —sen(x);i(x) = 2+ sen(x) e j(x) = sen(x), ocorrem quando os estudantes

4 LIMA, E. L. NGmeros e fungdes reais. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica,

2013.
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confundem as fung¢des seno e cosseno, em alguns casos sinalizando compreensao

também parcial do efeito de cada pardmetro no formato dessas fun¢des.

Ao perceber que um grupo de estudantes sinalizou dificuldade com essa questao,
a sugestdao que fazemos ao professor é que reserve um momento dentro do
periodo letivo e das possibilidades do seu planejamento para trabalhar a
sequéncia didatica de Razoes Trigonométricass. Uma das maneiras de fazé-lo é
empregar Metodologias Ativas de ensino, a exemplo da Aprendizagem entre
Pares ou Times. Selecionando essa abordagem, o professor dividira os estudantes
em equipes, aproximando aqueles com nivel de conhecimento similar, e propora
que os membros dessas equipes percorram a sequéncia didatica em conjunto,
discutindo as atividades entre si, aprendendo uns com os outros e construindo as
solucdes de forma colaborativa. As habilidades pertencentes a essa sequéncia

Sao:

- Resolver problemas que envolvem razdes trigonométricas no triangulo
retangulo.

- Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo trigonométrico.

- Identificar os graficos das fun¢des seno e cosseno.

O uso do aplicativo de cddigo aberto GeoGebra pode ser muito Util na construgdo
e visualizacao do ciclo trigonométrico e das fun¢des trigonométricas, além de ser
uma ferramenta que amplia o grau de engajamento dos estudantes. Para
elaborar as atividades de trabalho da sequéncia didatica, o professor pode
procurar suporte nas referéncias a sequir:

- Transformagdes das fungbes seno e cosseno. Disponivel em:
<https://www.geogebra.org/m/Bbzfry8U>. Acesso em: 20 nov. 2019.

- Fungdes Trigonométricas: conhecendo, analisando e modelando. Disponivel
em: <http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=45743>.

Acesso em: 21 nov. 2019.

- Graficos das fungdes trigonométricas - Funcdo seno. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnica.html?id=21944>. Acesso em:

20 Nov. 2019.

> Disponivel em:
<https://seesp.sharepoint.com/sites/intranet/coordenadorias/COPED/Planejamento2018/Forms/Allitems.aspx?id
=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATEM%C3
%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%205S%C3%89RIES%20D0%20EM1%2
FSD%5FMATEM%C3%81TICA%5F3%C2%AA%20S%C3%89RIE%20EM%5F%20Raz%C3%B5es%20Trigonom%C3%A9t
ricas%2Epdf&parent=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%2
ODE%20MATEM%C3%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIE
$%20D0%20EM1>. Acesso em: 07 jan. 2020.
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- Graficos das fungdes trigonométricas - Funcdo cosseno. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnica.html?id=38216>. Acesso em:
20 Nov. 2019.

- FILHO, S R A D. Uma abordagem do ensino de fun¢6es trigonométricas por
meio de atividades interdisciplinares. 2017. 129 fl. Dissertacdao de Mestrado.
Disponivel em: <http://uenf.br/posgraduacao/matematica/wp-
content/uploads/sites/14/2018/05/24112017Sandro-Rog%C3%Agrio-de-Abreu-
Duarte-Filho.pdf>. Acesso em: 21 nov. 2019.

Habilidade

Resolver problemas que envolvem razdes trigonométricas no triangulo retangulo.

Questao o4

Observe a figura de uma torre medieval e sua ponte levadica (AB), em que:

AB=5
AC =64
%:4

Sabendo que o triangulo ABC é retangulo em B, qual das sequintes opc¢oes
representa o sen o?

5

(A) oz
4

(B) ¢

O

Comentarios e Recomenda¢oes Pedagogicas

A questdo apresentada requer que o estudante selecione o valor adequado do

seno de um dos angulos em um triangulo retangulo, dados os comprimentos dos
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catetos e da hipotenusa, o que envolve a habilidade de resolver problemas

utilizando razoes trigonométricas no triangulo retangulo.

Para responder a essa questdo, o estudante precisa recapitular a definicdo de
seno e cosseno no triangulo retangulo. No exemplo fornecido, a hipotenusa é o
maior lado (AC), oposto ao angulo reto. Para o angulo a, BC é o cateto oposto ao

angulo, enquanto AB é o adjacente ao angulo. Portanto:

cateto adjacente
ao dngulo a

cateto oposto
ao dngulo a

@)

(@) = cateto oposto BC 4
Sema) = hipotenusa  AC 6,4

Levando a alternativa C (i).

Nessa questdo, as alternativas apresentam valores obtidos por meio de outras

relagdes trigonométricas que nao o seno de a, conforme o quadro a seguir:

Alternativa Relacdo empregada Razdo trigonométrica

A (i) cateto adjacente Cosseno de a
6,4 hipotenusa cos(a)
4 cateto oposto Tangente de a

B (E) cateto adjacente tan(a)

5 (5) cateto adjacente Cotangente dle a
4 cateto oposto cot(a) ou m
o hipotenusa Secante de a

‘ (?) cateto adjacente sec(a) ou

cos(a)

Se um grupo de estudantes sinalizar dificuldades com essa questdo, sera muito
interessante que o professor trabalhe — dentro das possibilidades do
planejamento e durante o periodo letivo — a sequéncia didatica de Razdes
Trigonométricas®. Uma sugestdo é que seja empregada uma Metodologia Ativa

® Disponivel em:
<https://seesp.sharepoint.com/sites/intranet/coordenadorias/COPED/Planejamento2018/Forms/Allitems.aspx?id

Avaliacdo Diagndstica de Entrada ® Comentarios e Recomendagdes Pedagdgicas — 32 série do Ensino Médio



de ensino, como a Aprendizagem entre Pares ou Times. Ao fazé-lo, o professor
dividird os estudantes em equipes (atentando para aproximar aqueles com niveis
de conhecimento similares) para que executem em conjunto as tarefas da
sequéncia, cooperando entre si para resolver de maneira colaborativa as
situagOes-problema propostas, buscando seus caminhos para resolugao e

debatendo suas descobertas. As habilidades pertencentes a essa sequéncia sao:

- Resolver problemas que envolvem razdes trigonométricas no triangulo

retangulo.
- Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo trigonométrico.

- Identificar os graficos das fun¢des seno e cosseno.

Para se aprimorar nas bases tedricas das fungdes trigonométricas, o professor

pode consultar os materiais e conteudos selecionados a seguir:

- Razbes Trigonométricas no Triangulo Retangulo — OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/dsynurrithh6w.p
df>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- Exemplo: trigonometria para calcular os lados e angulos de um triangulo
retangulo.  Disponivel — em:  <http://mecflix.mec.gov.br/video/exemplo-
trigonometria-para-calcular-os-lados-e-angulos-de-um-triangulo-retangulo>.

Acesso em: 21 nov. 2019.

- Trigonometria: Descobrindo a razao seno e cosseno no triangulo retangulo.
Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=28431>.

Acesso em: 20 nov. 2019.

- Razbes Trigonométricas (Seno, cosseno e tangente) no Triangulo Retangulo -
Atividade Concreta. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=2191>.

Acesso em: 20 nov. 2019.

Habilidade

Resolver problemas que envolvem razdes trigonométricas no triangulo retangulo.

=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATEM%C3
%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIES%20D0%20EM1%2
FSD%5FMATEM%C3%81TICA%5F3%C2%AA%20S%C3%89RIE%20EM%5F%20Raz%C3%B5es%20Trigonom%C3%A9t
ricas%2Epdf&parent=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%2
ODE%20MATEM%C3%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20€%203%C2%AA%20S%C3%89RIE
$%20D0%20EM1>. Acesso em: 07 jan. 2020.
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Questao os

As alturas (em relagdo ao nivel do mar) em que estdo dois pontos A e B sdo,
respectivamente, 812 m e 2020 m. Do ponto A vé-se o ponto B sob um angulo
de 30° com o plano horizontal, conforme a figura. Determine a distancia entre os
pontos A e B.

Dados: sen 30° = %; €05 30° = ?; tg30° = \/3—5

(A)104m

(B) 208 V3 m

(C)4163\/§m

(D)416 m

(E) 208 m

Comentarios e Recomenda¢oes Pedagogicas

A questdo apresentada requer que o estudante calcule a distancia entre dois
pontos, dada a diferenca de altura entre eles e a inclinag¢do de sua distancia linear
em relacdo ao plano horizontal. Essa questdo avalia a habilidade de resolver
problemas que envolvem razdes trigonométricas no triangulo retangulo.

O estudante deve perceber a formagao de um triangulo retangulo, cujos catetos
sao as distancias horizontal e vertical entre os pontos A e B. A distancia
questionada corresponde, portanto, a hipotenusa desse triangulo, no qual o
comprimento do cateto oposto ao angulo de 30° é a diferenca entre as alturas,
equivalente a 208 m (1020 m — 812 m). Portanto, sendo x o comprimento da
hipotenusa em questao, temos:
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208 m

S x=2%x208m=416m
De maneira que a alternativa D (416 m) responde adequadamente a questao.

Os estudantes que escolhem a alternativa A (104 m) possivelmente empregam a
razdo trigonométrica seno, porém invertem a ordem do cateto oposto e da
hipotenusa na expressao numérica. A expressdao resolvida nesse caso
corresponde a:

X
sen 30 —m:x—lmlm (4)

4163
—m

misturam as razoes trigonométricas no desenvolvimento da expressao que

Os estudantes que selecionam as alternativas B (2083 m) e C (

resolve a situacdo-problema apresentada, sinalizando uma possivel

incompreensdao do significado dessas razoes no triangulo retangulo. As

expressoes equivalentes sdo:
cos(30°) b
sen(30°) 208m

= x =208V3m (B)

cos(30°) 208m 208 208v3
= = = —_—
sen(30°) X x \3 3

cos(30°) 1
sen(30°)  tg(30°)

m  (C)

Nas quais vale recordar que

Por fim, a escolha da alternativa E (208 m) mostra que possivelmente os
estudantes ou ndo entenderam a proposta do enunciado ou consideraram
incorretamente que a distancia linear entre os pontos A e B corresponde a sua

diferenca de altura, que é a projecao vertical da distancia questionada.

O professor deve atentar para grupos de estudantes que sinalizem dificuldades
com essa questdo. Ao perceber isso, recomenda-se o trabalho da sequéncia
didatica de Razdes Trigonométricas’, durante o periodo letivo e dentro das

7 Disponivel em:

<https://seesp.sharepoint.com/sites/intranet/coordenadorias/COPED/Planejamento2018/Forms/Allltems.aspx?id
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possibilidades do planejamento. Uma maneira interessante de realizar esse
trabalho é empregando Metodologias Ativas de ensino, como a Aprendizagem
baseada em Problemas. Para empregar essa abordagem, o professor percorrera
a sequéncia didatica junto com os estudantes, apresentando as situagoes-
problema a cada atividade e problematizando suas solucdes, construindo junto
com a sala de aula as metodologias para resolu¢ao e estimulando que os
estudantes debatam entre si os possiveis algoritmos. As habilidades
contempladas pela sequéncia didatica em questdo sao:

- Resolver problemas que envolvem razoes trigonométricas no triangulo
retangulo.

- Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo trigonométrico.

- Identificar os graficos das fun¢des seno e cosseno.

As referéncias a sequir podem suportar a realiza¢do dessas atividades:

- Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo — OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/dsynurrihh6w.p
df>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- Exemplo: trigonometria para calcular os lados e angulos de um triangulo
retangulo. Disponivel em: <http://mecflix.mec.gov.br/video/exemplo-
trigonometria-para-calcular-os-lados-e-angulos-de-um-triangulo-retangulo>.
Acesso em: 21 Nov. 2019.

- Trigonometria: Descobrindo a razdo seno e cosseno no triangulo retangulo.
Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=28431>.
Acesso em: 20 nov. 2019.

- Razbes Trigonométricas (Seno, cosseno e tangente) no Triangulo Retangulo -
Atividade Concreta. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=2191>.
Acesso em: 20 Nov. 2019.

Habilidade

=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATEM%C3
%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIES%20D0%20EM1%2
FSD%5FMATEM%C3%81TICA%5F3%C2%AA%20S%C3%89RIE%20EM%5F%20Raz%C3%B5es%20Trigonom%C3%A9t
ricas%2Epdf&parent=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%2
ODE%20MATEM%C3%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20€%203%C2%AA%20S%C3%89RIE
$%20D0%20EM1>. Acesso em: 07 jan. 2020.
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Resolver problemas de analise combinatéria que envolvam arranjos simples e/ou
combinagodes.

Questao 06

A partir de um grupo de g pessoas, formado por 6 homens e 3 mulheres, pretende-
se formar filas com 5 dessas pessoas de modo que as 3 mulheres ocupem sempre
as 3 primeiras posicoes. Assim, de todas as filas possiveis, quantas obedecem a

essa restricao?

Comentarios e Recomenda¢oes Pedagogicas

A questdo apresentada requer que o estudante calcule o nUmero de filas possiveis
que podem ser formadas com o numero de homens e mulheres fornecido, dentro
das regras de selecdo indicadas. Essa questao avalia a habilidade de resolver
problemas de analise combinatdria que envolvam arranjos simples e/ou
combinagoes.

Para ocupar as trés posicoes de mulheres, existem trés op¢des para a primeira
posicao, duas opgoes para a segunda e uma opgao para a terceira; analogamente,
no caso das posi¢cdes de homens, existem seis homens possiveis para a primeira

posicdo e cinco homens possiveis para a segunda posi¢ao. Portanto:

M M M H H

312]|1|6]|5

N=3-2-1-6-5=6-30=180
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Uma outra forma de resolver essa questao, uma vez que o nUmero de mulheres
na fila e suas posi¢des sao fixas, o nUmero total de combinagdes pode ser derivado
a partir do principio multiplicativo. O numero total de filas diferentes que podem
ser formadas corresponde ao produto de todas as permutagoes possiveis das trés
mulheres e todos os arranjos possiveis dos seis homens, tomados dois a dois, ou

seja:

MI{M|M|H]|H
P, = n!
Permutagdo Arranjo dos
das mulheres homens n!
_ ’ (n —p)!
N — P3 * AG,Z p
N =3!- = 3. =3:2-1-6:-5=6"* =180

Independente do desenvolvimento escolhido, a alternativa que responde
adequadamente a questdo é a alternativa D (180).

Os estudantes que selecionam a alternativa E (720) confundem as regras de
sele¢cdo e alcangam a resposta que corresponde a filas com trés homens na frente
e duas mulheres atras. Nessa situacdo, existiriam 6 - 5 - 4 maneiras de arranjar os
homens, e 3 - 2 maneiras de arranjar as mulheres, perfazendo o totalde 120 - 6 =
720 possibilidades. Vale ressaltar que, embora esses estudantes tenham
interpretado incorretamente a organizacao da fila, sua resposta sinaliza que eles
foram capazes de empregar adequdamente, dentro das condi¢des entendidas, os
principios da Analise Combinatoria, principalmente no que diz respeito a ordem
dos homens e mulheres na fila ser importante para a definicao do resultado final.
Ja os estudantes que selecionam a alternativa B (15) possivelmente ndo percebem
que, no caso da formagdo de filas, a ordem é importante, de maneira que
empregam combinacdes de homens e mulheres ao invés de arranjos de homens

e mulheres.

No caso das alternativas A (12) e C (120), possivelmente houve falha na
incorporacao do numero de homens e mulheres disponiveis para formacao das
filas, com ou sem a aplicacao de regras de selecao. Para alcangar o valor mostrado
em A, provavelmente o estudante calculou o produto da permutacao das
posi¢oes de mulheres e homens (3! - 2! = 12). Ja no sequndo, provavelmente o
estudante realizou a permuta¢do de todas as posi¢oes possiveis da fila (5! =
120), sem considerar que ha mais candidatos homens que posicoes a serem
ocupadas.
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Ao perceber que algum grupo de estudantes sinalizou dificuldade nessa questao,
o professor pode (durante o periodo letivo e conforme surgir oportunidade)
trabalhar a sequéncia didatica de Problemas de Contagem?®. Nesse caso, sera
interessante propor atividades que empreguem Metodologias Ativas de ensino,
como a Aprendizagem entre Pares ou Times. Ao adotar essa abordagem, dividira
os estudantes em equipes (aproximando aqueles com niveis de conhecimento
similares) e oferecera atividades para que realizem em conjunto, discutindo suas
respostas, construindo colaborativamente suas resolu¢des, apresentando

posteriormente seus resultados e debatendo com a classe suas conclusoes.
As habilidades contempladas pela sequéncia didatica em questao sdo:

- Resolver problemas que envolvam processos de contagem — principio
multiplicativo.

- Resolver problemas de analise combinatodria que envolvam arranjos simples
e/ou combinacgdes.

A consulta a algumas referéncias listadas a sequir pode ser Util aos professores na
sua capacita¢ao e na elaboracao de seus planos de aula:

- Principio Fundamental da Contagem - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/5yr1740zquo8s.
pdf>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- O Fatorial de um NUmero e Permutag¢des Simples - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/da67yrzgim8oc.
pdf>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- Arranjos e Combinacdes Simples - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/8erjl43irugwk.p
df>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- Formula da permutacao. Disponivel em:
<http://mecflix.mec.gov.br/video/formula-da-permutacao>. Acesso em: 22 nov.

2019.

8 Disponivel em:

<https://seesp.sharepoint.com/sites/intranet/coordenadorias/COPED/Planejamento2018/Forms/Allitems.aspx?id
=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATEM%C3
%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIES%20D0%20EM1%2
FSD%5FMATEM%C3%81TICA%5F3%C2%AA%20S%C3%89RIE%20EM%5FProblemas%20de%20contagem%2Epdf&p
arent=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATE

M%C3%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIES%20D0%20E
M1>. Acesso em: 07 jan. 2020.
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- Analise Combinatodria. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=769>. Acesso

em: 22 noVv. 2019.

Habilidade

Resolver problemas que envolvam processos de contagem — principio multiplicativo.

Questao o7

Havera um torneio interclasses na escola, sendo que cada sala sera responsavel

por criar um "grito de guerra” e pintar uma bandeira listrada como a figura abaixo:

Se foram distribuidos conjuntos idénticos de lapis para cada sala, sendo cada
conjunto constituido de 5 cores distintas de lapis, e sabendo que existe a restricao
de que as listras adjacentes ndao podem ser pintadas com a mesma cor, calcule o

numero de bandeiras que é possivel se criar.
(A) 120
(B) 200
(C) 320
(D) 500

(E) 625

Comentarios e Recomendac¢oes Pedagadgicas

A questdo apresentada requer que o estudante calcule o niumero total de
combinagoes de cores para a bandeira que se adequam as condi¢des fornecidas
no enunciado. Essa questdo diz respeito a habilidade de resolver problemas que

envolvam processos de contagem.
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Resolver essa questdo utilizando o principio multiplicativo envolve perceber que
a bandeira é dividida em quatro faixas. Para pintar a primeira faixa, qualquer uma
das cinco cores fornecidas pode ser utilizada. A faixa seguinte pode ser pintada
com qualquer outra das cinco cores (portanto, ha quatro casos diferentes na
segunda faixa). A terceira e a quarta faixa sequem o mesmo principio da segunda,
de modo que o numero total de possibilidades pode ser dado pela seguinte

expressao:

5 4 4 4

cores cores cores cores
possiveis | possiveis | possiveis | possiveis

N=5:4-4-4=320

Logo, ha 320 bandeiras distintas que podem ser criadas com as cinco cores
fornecidas, conforme mostrado na alternativa C (320), que responde

corretamente a questao.

Alguns estudantes ignoram a regra de selecdo de cores que impede faixas
adjacentes de possuirem a mesma cor, ou nao incluem essa informacao de forma
adequada em seu desenvolvimento, assinalando a alternativa E (625) que exibe o
valor do produto nessa situagao (5-5-5-5 = 625).

Outros estudantes invertem a regra de sele¢do, julgando que a primeira faixa da
bandeira tera quatro cores disponiveis e as demais podem ser pintadas com
quaisquer cinco cores, alcangando um numero de combinagdes equivalente a 4 -
5-5-5=500 (D).

Um terceiro grupo, que opta pela alternativa A (120), excluiuma cor adicional para
cada faixa consecutiva apos a primeira, selecionadoovalor5-4-3 -2 = 120.

Por fim, um Ultimo conjunto de estudantes utiliza incorretamente o principio da
composi¢cdo de casos, partindo, por exemplo, da hipdtese que "existem duas
extremidades na bandeira, e cada extremidade pode ter qualquer cor. No entanto,
cada caso é contado duas vezes, de forma que o resultado deve ser dividido por dois”.
Nesse caso, assinala o valor correspondente a:
5-5-4-4
——F— =200 (B)
2
Em qualquer um desses casos, sinaliza-se a possibilidade do uso incorreto ou
incompleto do principio multiplicativo ou o diagrama de arvore, ou -
principalmente no caso de B — a incorporagdo de outros componentes da analise
combinatodria como permutagoes e arranjos, sem construir uma estratégia clara

para delimitar o espago a ser amostrado.
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Professor, ao perceber que certo grupo de estudantes demonstrou dificuldades
com essa questdo, sera proveitoso trabalhar — durante o periodo letivo e dentro
das possibilidades do planejamento — a sequéncia didatica de Problemas de
Contagem?. Sugere-se aqui a aplicacao de Metodologias Ativas de ensino, como
a Aprendizagem entre Pares ou Times. Para tal, o professor dividira os estudantes
em equipes, aproximando aqueles com niveis de conhecimento proximos, para
que executem em conjunto as tarefas da sequéncia, cooperando entre si para
resolver de maneira colaborativa as situagdes-problema propostas, buscando
seus caminhos para resolucao e debatendo suas descobertas. As habilidades

pertencentes a essa sequéncia sdo:

- Resolver problemas que envolvam processos de contagem — principio
multiplicativo.

- Resolver problemas de analise combinatodria que envolvam arranjos simples
e/ou combinacgdes.

Os seguintes materiais de referéncia podem se provar Uteis para o professor que
desejar se capacitar para o desenvolvimento das atividades em questao:

- Exemplo: As maneiras de fazermos arranjos com cores. Disponivel em:
<http://mecflix.mec.gov.br/video/exemplo-as-maneiras-de-fazermos-arranjos-
com-cores>. Acesso em: 22 NOv. 2019.

- Principio Fundamental da Contagem - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/5yr1740zquo8s.
pdf>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- O Fatorial de um NUmero e Permutacdes Simples - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/da67yrzgim8oc.
pdf>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- Arranjos e Combina¢des Simples - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/8erjl43irugwk.p
df>. Acesso em: 21 nov. 2019.

% Disponivel em:
<https://seesp.sharepoint.com/sites/intranet/coordenadorias/COPED/Planejamento2018/Forms/Allitems.aspx?id
=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATEM%C3
%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIES%20D0%20EM1%2
FSD%5FMATEM%C3%81TICA%5F3%C2%AA%20S%C3%89RIE%20EM%5FProblemas%20de%20contagem%2Epdf&p
arent=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATE
M%C3%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIES%20D0%20E
M1>. Acesso em: 07 jan. 2020.
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- Formula da permutacao. Disponivel em:
<http://mecflix.mec.gov.br/video/formula-da-permutacao>. Acesso em: 22 nov.

2019.

- Analise Combinatdria. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=769>. Acesso

em: 22 NoV. 2019.

Habilidade

Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo trigonométrico.

Questao 08

Dois angulos complementares sdo tais que um é o dobro do outro.

A

Podemos afirmar que a tangente do menor desses angulos vale:

Comentarios e Recomendac¢oes Pedagadgicas

A questdo apresentada requer que o estudante calcule ou infira o valor da
tangente de um angulo do primeiro quadrante, o que envolve a habilidade de
determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo trigonométrico. A
utilidade do ciclo trigonométrico é muito evidente mesmo quando ele nao esta

explicitamente representado em situacdes-problema que o envolvam, uma vez
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que ele pode ajudar os estudantes a lembrar da origem ou derivagao das razoes
trigonomeétricas, o que — por sua vez — permite que ele realize inferéncias ou
verifique se o valor por ele encontrado é geometricamente aceitavel.

Nessa questao, os angulos x e y sdo complementares, ou seja, x + y = 90°, e um
deles é o dobro do outro. Supondo que x é o menor dos dois angulos, teremos:

y=2x & x+2x =90°

© 3x =90° -~ x = 30°
Tendo determinado adequadamente o valor de x, o estudante pode responder a
questdao de duas maneiras diferentes: a primeira é relembrar as razoes
trigonométricas dos angulos notaveis, que, para o angulo de 30° ou g

correspondem a

3 t
2

6

n):1 n)_\/§ g(n)_\/f

sen (— —; cos (—

6/ 2’ 6

Paralelamente, se o estudante preferir utilizar o ciclo trigonométrico para inferir
. A s . N . .

a tangente, ele pode localizar o angulo de 30° ou - ha circunferéncia de raio

unitario, da seguinte forma:

sen tg

COs

Observando que o valor questionado é ligeiramente superior ao seu seno, mas
inferior ao seu cosseno, calculando esse valor a partir de tridangulos retangulos
derivados desse ciclo. Em ambos os casos, o desenvolvimento deve aponta-lo a

alternativa B (\/3—5)

Alguns estudantes podem apontar a alternativa D (\/§), que exibe a tangente do

angulo y (o maior dentre os dois); outros apontam a alternativa C G) pois

confundem a tangente do dngulo x com seu seno. Ja os estudantes que apontam
, V2 < .

as alternativas A — ) ouE (2v/2) sdo aqueles que possivelmente confundem as

razoes trigonométricas dos angulos notaveis, assinalando o numero

V2 , .
correspondente ao seno ou cosseno de 45° (7) ou um numero similar (2v2).

Avaliacdo Diagndstica de Entrada ® Comentarios e Recomendagdes Pedagdgicas — 32 série do Ensino Médio



Professor, ao perceber que algum grupo de estudantes sinalizou dificuldade
nessa questao, a sugestao é que trabalhe com eles a sequéncia didatica de Razbes
Trigonométricas™. Essa atividade deve ser realizada durante o periodo letivo, em
momento oportuno no planejamento. Dentre as diferentes formas de realizar
esse trabalho, destaca-se a utilizagao de Metodologias Ativas de ensino, como a
Aprendizagem entre Pares ou Times. Sequindo essa abordagem, deve-se dividir
os estudantes em equipes, respeitando os niveis de conhecimento de cada um,
propondo posteriormente que realizem as atividades em colaboragao, debatendo
seus caminhos e conclusoes. A intengdo é estimular descobertas e permitir que os

estudantes aprendam uns com os outros.
As habilidades contempladas pela sequéncia didatica em questao sdo:

- Resolver problemas que envolvem razdes trigonométricas no tridangulo
retangulo.

- Determinar seno, cosseno e tangente de angulos no ciclo trigonométrico.
- Identificar os graficos das fungdes seno e cosseno.

Para complementar os trabalhos com essa sequéncia didatica, sugere-se a
consulta as seguintes referéncias:

- Conhecendo 0 circulo trigonomeétrico. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=1203>.
Acesso em: 20 nov. 2019.

- Estudando o circulo (ou ciclo) trigonométrico com o software GeoGebra — Parte
5: definindo a tangente no ciclo trigonométrico. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=56740>.
Acesso em: 20 nov. 2019.

Habilidade

Resolver problemas que envolvam processos de contagem — principio multiplicativo.

Questao o9

10 Disponivel em:
<https://seesp.sharepoint.com/sites/intranet/coordenadorias/COPED/Planejamento2018/Forms/Allitems.aspx?id
=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATEM%C3
%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%205%C3%89RIES%20D0%20EM1%2
FSD%5FMATEM%C3%81TICA%5F3%C2%AA%20S%C3%89RIE%20EM%5F%20Raz%C3%B5es%20Trigonom%C3%A9t
ricas%2Epdf&parent=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%2
ODE%20MATEM%C3%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIE
$%20D0%20EM1>. Acesso em: 07 jan. 2020.
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As duas figuras abaixo mostram placas de veiculos automotores. A primeira
mostra o modelo ainda utilizado no Brasil, mas que esta em processo de transicao
para o modelo da sequnda placa, que segue um novo padrao para o Mercosul.

ABC: 1234

BRASIL =

AB123CD

Uma reportagem sobre a mudanca no padrao das placas informa que a nova placa
permitird obter um nUmero muito maior de combinacdes diferentes. A placa

antiga permitia menos de 18 milhdes de combinagdes.

Considerando que existam 10 algarismos e 26 letras para comporem as placas,

quantas seriam as combinagdes no novo modelo, aproximadamente?
(A) 45 milhdes

(B) 175 milhoes

(C) 258 milhdes

(D) 333 milhoes

(E) 457 milhoes

Comentarios e Recomenda¢oes Pedagogicas

A questdo apresentada requer que o estudante calcule o nUmero de combinagdes
possiveis no novo padrdo de placas do Mercosul, dado o formato de cada
combinac¢do. Essa questao envolve a habilidade de resolver problemas que
envolvam processos de contagem — principio multiplicativo. Compreender a
Analise Combinatodria é importante para interpretar o dimensionamento de

grandes esforcos de categorizagao.

No contexto da atividade apresentada, a mudanca de padrdao nas placas
brasileiras, além de todas as questdes diplomaticas e logisticas, envolve a
percepcao de que o antigo padrdao comporta um numero restrito de combinagdes,
que deve ser expandido dada a projecao do crescimento do numero de carros ndo

sO em nosso pais mas em toda a América Latina.

Nessa questdao, uma vez que a posi¢ao de cada componente é fixa e repeticoes
sdo permitidas, o numero total de combinagdes pode ser derivado a partir do
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principio multiplicativo. O nUmero total de combinagdes diferentes que podem
ser formadas corresponde ao seguinte produto:

L|L N|IN|[N L]L

N=26-26-10-10-10-26-26
& N =676-1000-676
~ N = 456976 000 = 457 000 000 (457 milhdes)
Logo, para responder corretamente a questao, deve-se assinalar a alternativa E.

Alguns estudantes podem encontrar a alternativa D ao desconsiderar que
existem dez algarismos possiveis (de o a 9), computando apenas nove (de 1 a 9)
possibilidades (26 -26-9-9-9-26-26 = 333 milhdes). Outro caso é aquele
em que se consideram apenas numeros e letras distintos (ou seja, sem repeticdo),
o que leva a alternativa C (26-25-10-9-8-24-23 = 258 milhdes). Os
estudantes que assinalam a alternativa B (26-26-26-10-10-10-10 =
175 milhoes) possivelmente calculam as combinag¢des possiveis no modelo de
placas antigo, alcancando um valor aproximadamente 2,6 vezes inferior ao
correto. Por fim, os estudantes que assinalam a alternativa A (26-26-10-10 -
26 - 26 = 45 milhdes) sdao aqueles que suprimem uma das posi¢des de

algarismos no novo padrao da placa.

O professor deve estar sempre atento para dificuldades que os estudantes podem
apresentar nesse tipo de questao. Ao identificar ocorréncias desse tipo, sugere-
se trabalhar — dentro do periodo letivo e das possibilidades do planejamento — a
sequéncia didatica de Problemas de Contagem®. Dentre as formas de fazé-lo,
destaca-se o uso de Metodologias Ativas de ensino, como a Aprendizagem
Baseada em Problemas. Nessa abordagem, o professor apresentara as situagoes-
problema da sequéncia didatica, problematizando o uso do principio
multiplicativo, combinagdes ou arranjos na sua solu¢do. Posteriormente, os
estudantes serdo estimulados a discutir entre si as diferentes estratégias
possiveis para resolver os problemas e construirdo resolu¢oes colaborativamente,
de modo a instigar a descoberta de caminhos para resolucao e o debate saudavel

entre os estudantes.

11 Disponivel em:
<https://seesp.sharepoint.com/sites/intranet/coordenadorias/COPED/Planejamento2018/Forms/Allltems.aspx?id
=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATEM%C3
%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIES%20D0%20EM1%2
FSD%5FMATEM%C3%81TICA%5F3%C2%AA%20S%C3%89RIE%20EM%5FProblemas%20de%20contagem%2Epdf&p
arent=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATE
M%C3%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIES%20D0%20E
M1>. Acesso em: 07 jan. 2020.
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Habilidade

As habilidades contempladas pela sequéncia didatica em questao sdo:

- Resolver problemas que envolvam processos de contagem — principio
multiplicativo.

- Resolver problemas de analise combinatodria que envolvam arranjos simples
e/ou combinacgdes.

Para reforcar as atividades propostas na sequéncia, o professor pode formular
planos de aula baseados nas seguintes referéncias:

- Principio Fundamental da Contagem - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/5yri740zquo8s.
pdf>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- O Fatorial de um NUmero e Permutag¢des Simples - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/da67yrzgim8oc.
pdf>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- Arranjos e Combina¢des Simples - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/8erjl43irugwk.p
df>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- Formula da permutacdo. Disponivel em:
<http://mecflix.mec.gov.br/video/formula-da-permutacao>. Acesso em: 22 nov.

2019.

- Analise Combinatdria. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=769>. Acesso

em: 22 nov. 2019.

Relacionar um sistema de equacgdes lineares a matriz correspondente.

Questao 10

Em um determinado bairro de uma cidade, trés papelarias vendem produtos
consumidos pelos estudantes: caneta, |apis e borracha. As papelarias vendem
esses itens em conjuntos compostos por certas quantidades de cada, conforme o
esquema abaixo.
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Papelaria A Papelaria B Papelaria C

RS 10,00 RS 15,00 RS 12,00
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(4 - F r fd e \\ \
 E—  I—  I— — | — | —
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Sabendo que o prego de cada item é igual nas trés papelarias e que o preco do

conjunto de cada papelaria esta apresentado acima, qual sistema matricial
representa o modelo de resolugao matematica para encontrar o preco unitario de
cada objeto?

Considere:
X: prego unitario da caneta
y: preco unitario do |apis verde

z: preco unitario da borracha

(A)

(B)

(©

(D)

(E)

BNR oL AR N RS oS R
WIDN ONDN WO NN DWW qwiNn
NOW NWA NWO WAN N w

NS & N ® NS B NS X NR< X
I
—_
ol
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Comentarios e Recomenda¢oes Pedagogicas

A questdo apresentada requer que o estudante selecione a representacdo
matricial adequada para simbolizar o sistema linear do problema. Essa questao
envolve a habilidade de relacionar um sistema de equacdes lineares a matriz

correspondente.

Para resolver a questdo, o estudante deve decodificar a informacgao visual contida
na figura e traduzi-la como um sistema linear de trés equacgdes (papelarias) e trés
varidveis (produtos), transcrevendo uma notacao correspondente. Observando

com atengao a figura, pode-se perceber que:

e Na papelaria A, 1 caneta, 2 lapis e 3 borrachas sdo vendidos a 10 reais.
e Na papelaria B, 2 canetas, 7 lapis e 6 borrachas sao vendidos a 15 reais.
e Na papelaria C, 4 canetas, 3 lapis e 2 borrachas sao vendidos a 12 reais.

Portanto, sabendo que os custos unitarios de cada item sdo iguais em todas as
trés papelarias, e considerando x como preco unitario da caneta, y como prego
unitario do lapis verde e z como preco unitario da borracha, o sistema linear
correspondente é:

2x+7y+6z=15

{1x+2y+32=10
4x + 3y + 2x = 12

Cuja notagao matricial é dada por:

1 2 3] x 10
L2
4 3 21 'z 12

Conforme mostrado na alternativa E, que responde a questao corretamente.

1 2 4] x 10
Estudantes que assinalam a alternativa D 2 7 3 -M= 15
3 6 21!z 12

provavelmente sinalizam ter problemas na montagem da matriz correspondente
ao sistema linear, posicionando incorretamente os coeficientes das variaveis (x,

y e z) nas colunas da matriz, resultando na matriz transposta a correta.

Ja asalternativas A, B e C apresentam matrizes de coeficientes com permutagoes
das linhas que ndao sao acompanhadas pelas mesmas permutacdes na matriz de

1 2 31 x 10
termos independentes: na alternativa A ( 4 3 2|- [yl = [15]), aslinhas 2 e
2 7 61 1z 12
[4 3 2] x 10
3 da matriz de coeficientes estdo trocadas; em B ( 2 7 6| [y} = [15]), as
1 2 31 'z 12

Avaliacdo Diagndstica de Entrada ® Comentarios e Recomendagdes Pedagdgicas — 32 série do Ensino Médio



2 7 6

X
linhas1e3;,eem C ([1 2 3 [yl =
4 3 211z

assinalam essas alternativas podem nao compreender que as igualdades sdo

10
15]), as linhas 1 e 2. Estudantes que
12

construidas entre os indices correspondentes das matrizes em cada lado da
igualdade, e, portanto, uma permutacao de linhas em um lado da igualdade deve

ser acompanhada também no outro lado.

Na eventualidade de um grupo de estudantes demonstrar dificuldades com essa
questdo, sugere-se ao professor que empregue — conforme as possibilidades do
seu planejamento e durante o periodo letivo — Metodologias Ativas de ensino,
como a Aprendizagem entre Pares ou Times. Ao aplicar essa abordagem, os
dividira os estudantes em equipes, procurando aproximar aqueles com niveis de
conhecimento similares. Em seguida, ird propor que os membros da equipe
percorram juntos as atividades da sequéncia, resolvendo as questdes
colaborativamente. A intencao, aqui, é estimular o debate entre os estudantes,
fazendo com que comparem seus métodos de resolucdao e aprendam em

conjunto.

Os seguintes materiais de referéncia podem ser Uteis no preparo dos planos de
aula do professor:

- Operacoes entre Matrizes. Disponivel em:
<http://mecflix.mec.gov.br/video/agora-operacoes-entre-matrizes>. Acesso em:

21 N0V. 2019.

- Operacoes com Matrizes - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/dixrghlgkscos.p
df>. Acesso em: 22 nov. 2019.

- Sistemas Lineares - Parte 2 - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/83voj5081bwgo.
pdf>. Acesso em: 22 nov. 2019.

Habilidade

Resolver problemas de analise combinatdria, que envolvam arranjos simples e/ou

combinagoes.

Questao 11

Uma escola estd organizando uma competicdao de volei, com times de 6
estudantes. Para o time A, se candidataram 4 meninos e 6 meninas. Quantas
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combinagdes sdo possiveis para que se tenha um numero igual de meninos e

meninas nesse time?
(A)1

(B) 24

(C) 8o

(D) 210

(E) 2880

Comentarios e Recomendacoes Pedagdgicas

A questdo apresentada requer que o estudante calcule o nUmero de combinagdes
possiveis para a montagem de um time de volei dados o numero de candidatos e
as regras de sele¢do. Essa questao envolve a habilidade de resolver problemas de

analise combinatoria, que envolvam arranjos simples e/ou combinagdes.

Nessa atividade, o nUmero de meninos e meninas no time deve serigual. Uma vez
que o time é composto por seis jogadores, deve haver trés meninos e trés meninas
em cada time. Se esse numero é fixo, a quantidade total de times que pode ser
formada é dada pelo produto entre todas as combinac¢des de seis meninas
tomadas trés a trés e todas as combinacdes de quatro meninos tomados trés a

trés, da sequinte forma:

MIMIM|H|H]|H

A —
Jrneser e T onl-(n-p)!
N= Csz3 - (43
6!
TR T
_osa s st 654 g0
3!-3! 3-2

Logo, ha 8o maneiras diferentes de se formar o time dentro das condicoes

apresentadas.

Outra maneira de desenvolver a questdo é pensar que, ao escolher trés dos seis
homens, existem seis possibilidades para a primeira escolha, cinco para a sequnda
e quatro para a terceira. No entanto, como a ordem ndo importa, essas
possibilidades na verdade devem ser divididas por todas as possiveis
permutacodes das trés vagas masculinas. De forma analoga, ao escolher trés das
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quatro mulheres, existem quatro possibilidades para a primeira, trés
possibilidades para a segunda e duas possibilidades para a terceira. Novamente,
é necessario dividir esses arranjos pelas permutacdes das trés vagas. A expressao
sera a seguinte:

654 432
]
N=22 52 hha=s0
-~ 32 3:2 B

Esse numero de combinagdes, obtido por qualquer uma das estratégias,
corresponde a alternativa C (80), que responde a questao adequadamente.

Os estudantes que selecionam a alternativa E (2880) provavelmente utilizam
arranjos de meninos e meninas ao invés de combinagdes, alcangando um numero
muito superior ao correto. Ja os estudantes que assinalam a alternativa B (24)
possivelmente sinalizam nao ter compreendido o principio multiplicativo, posto
que somam as combinacdes de meninos e meninas ao invés de computar seu
produto. No caso da alternativa D (210) , provavelmente a regra de selecao nao
foi observada, uma vez que foi computada a combinagdo de dez pessoas tomadas
seis a seis. A alternativa A (1) é assinalada por estudantes que possivelmente ndo
compreenderam os principios mais basicos da analise combinatdria e precisam
de um reforgo prioritario nos conhecimentos ligados a esse tdpico.

Ao perceber que um grupo de estudantes demonstrou dificuldade com essa
questdo, a sugestao é que o professor trabalhe, dentro do periodo letivo e das
possibilidades do planejamento, a sequéncia didatica de Problemas de
Contagem?®. Ha muitas formas diferentes de fazé-lo, mas sera especialmente
interessante realizar esse trabalho empregando Metodologias Ativas de ensino,
como a Aprendizagem entre Pares ou Times. Ao adotar essa abordagem, dividira
os estudantes em equipes (aproximando aqueles com niveis de conhecimento
similares) e oferecera atividades para que realizem em conjunto, discutindo suas
respostas, construindo colaborativamente suas resolu¢des, apresentando

posteriormente seus resultados e debatendo com a classe suas conclusoes.

A sequéncia didatica de Problemas de Contagem envolve as habilidades:

12 Disponivel em:
<https://seesp.sharepoint.com/sites/intranet/coordenadorias/COPED/Planejamento2018/Forms/Allitems.aspx?id
=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATEM%C3
%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%205%C3%89RIES%20D0%20EM1%2
FSD%5FMATEM%C3%81TICA%5F3%C2%AA%20S%C3%89RIE%20EM%5FProblemas%20de%20contagem%2Epdf&p
arent=%2Fsites%2Fintranet%2Fcoordenadorias%2FCOPED%2FPlanejamento2018%2FMATERIAIS%20DE%20MATE
M%C3%81TICA%20PARA%20A%201%C2%AA%2C%202%C2%AA%20e%203%C2%AA%20S%C3%89RIES%20D0%20E
M1>. Acesso em: 07 jan. 2020.
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Habilidade

- Resolver problemas que envolvam processos de contagem — principio
multiplicativo.
- Resolver problemas de analise combinatodria que envolvam arranjos simples

e/ou combinacgdes.

O professor pode procurar inspiragao nas referéncias a sequir para planejar suas
atividades:

- Principio Fundamental da Contagem - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/5yr1740zquo8s.
pdf>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- O Fatorial de um NUmero e Permutag¢des Simples - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/da67yrzgim8oc.
pdf>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- Arranjos e Combinacdes Simples - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/8erjl43irugwk.p
df>. Acesso em: 21 nov. 2019.

- Formula da permutacao. Disponivel em:
<http://mecflix.mec.gov.br/video/formula-da-permutacao>. Acesso em: 22 nov.

2019.

- Analise Combinatoria. Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=769>. Acesso

em: 22 nov. 2019.

Relacionar um sistema de equacgdes lineares a matriz correspondente.

Questao 12

Em uma praca de alimenta¢ao de um shopping center, trés amigos, Paula, Roberta

e Saulo, resolveram fazer uma refeigao.

Ao observarem o cardapio disponivel, perceberam que teriam que pedir o que era
denominado de "Combo”, ou seja, um combinado de varios itens por um preco ja

estabelecido.

Apds pagarem por seus combos, os amigos ficaram curiosos para descobrirem o
valor de cada um dos itens, que sabiam que era o mesmo, ndo importando o
combo. Para isso, Paula montou, a partir dos pedidos de cada um dos amigos, a
seguinte equac¢ao matricial:

Avaliacdo Diagndstica de Entrada ® Comentarios e Recomendagdes Pedagdgicas — 32 série do Ensino Médio



2 4 2]rx 50
3 30 lyl = |16
1 2 21z 18

e X é o custodohamburguer

Em que:

e yéocustodosuco
e zéocustodasobremesa

Para resolverem essa equacao, Roberta e Saulo preferiram montar o sistema
linear corresponde e, portanto, encontraram:

x+y=>5

x+2y+z=25
(A){
x+2y+2z=18

x+4y+2z=50

3x +3y =16
(B){
x+2y+2z=18

©] 3x+3y=16

x+2y+2z=18

2x +4y+z=>50
3x +3y =16
x+2y+2z=18

{2x+4y+22= 50
(D){

4x + 3y +2z=16

2x +3y+2z=50
(E){
2x+2z=18

Comentarios e Recomenda¢oes Pedagogicas

A questao apresentada requer que o estudante selecione a nota¢ao polinomial
adequada para representar um sistema linear fornecido em forma matricial, o que
envolve a habilidade de relacionar um sistema de equacdes lineares a matriz
correspondente. Embora muitos estudantes enxerguem esse tdpico como
abstrato, é importante salientar que, conforme afirmado por Emil Artin (1957)3,
em traducdo livre, “Algebra Linear, Topologia e Geometria sdo ferramentas
indispensaveis a matematica do nosso tempo”. De fato, nossa habilidade de
modelar o espago e a forma, que se desenvolve a partir da geometria cartesiana,
é dependente da algebra dos sistemas lineares para traduzir as relagoes
geomeétricas em equacgodes algébricas.

13 ARTIN, Emil. Geometric algebra. New York, NY: Interscience, c1957. p 214.
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Ja amanipulagdo de matrizes e suas propriedades esta implicitamente conectada
as funcionalidades do mundo moderno. Matrizes arquivam dados que permitem
customizar experiéncias em grandes plataformas virtuais, guardam as rela¢des
entre diferentes sistemas de referenciais e codificam grandes redes de
relacionamento humano e ndao-humano. Operag¢oes lineares permeiam quase
todas essas aplicagoes, de forma que dominar bilateralmente a transcricao de
sistemas lineares entre as formas polinomial e matricial € um dos pré-requisitos

para aprimorar a percepgao do mundo.

Na resolu¢do dessa questdao, o estudante deve efetuar adequadamente a
multiplicagdo de matrizes e a comparagao das posi¢oes equivalentes em ambos
os lados da igualdade, da seguinte forma:

2 4 21rx 50
3 30 l}/l= 16
1 2 21z 18
2x + 4y + 2z 50
S [3x+3y+ 0z =[16]
Ix+ 2y + 2z 18
2x +4y + 2z =150
:){ 3x+3y =16
x+2y+2z=18

Sistema que corresponde a alternativa C.

Alguns estudantes podem alcancar as alternativas A, B ou D por conta de
confusdes ao executar a multiplicacdo das matrizes: no caso de A

x+2y+z=25
({ x+y=5 >, a simplificacdo da equacdo L; estd correta, mas a
x+2y+2z=18

simplificacio de L, foi realizada de maneira errada. J& em B

3x +3y =16 2x +4y +z=>50
<{x +4y+ 2z = 50) e D <{ 3x +3y =16 ), ha um ou outro coeficiente

x+2y+2z=18 x+2y+2z=18
trocado em relagdo a resposta correta. No entanto, em todos os casos existe uma
sinalizacdo de que o algoritmo de multiplicagdo foi adequadamente executado e
que a comparagao, por meio da igualdade, esta correta.

A multiplicagdo de matrizes é sempre uma operacao cujo algoritmo encontra

resisténcia no dominio pelos estudantes. Essa dificuldade pode ser sinalizada pela

2x+3y+2z=50

alternativa E ({4x +3y+2z= 16), para o qual a multiplicacdo é feita pelo
2x+2z=18

produto entre as colunas. Estudantes que assinalam essa alternativa precisam de

refor¢o nos conceitos das operagdes matriciais.

Avaliacdo Diagndstica de Entrada ® Comentarios e Recomendagdes Pedagdgicas — 32 série do Ensino Médio



Se um grupo de estudantes apresentar dificuldades com essa questao, sera muito
interessante que o professor empregue — conforme as possibilidades do seu
planejamento — Metodologias Ativas de ensino, como a Aprendizagem entre
Pares ou Times. Na aplicacao dessa abordagem, os estudantes sdo divididos em
equipes (procurando aproximar aqueles com niveis de conhecimento préximos) e
cooperam entre si para resolver de maneira colaborativa as situagdes-problema
propostas, buscando caminhos préprios para resolu¢ao e apresentando uns aos
outros suas descobertas, para que, discutindo em conjunto, alcancem as

conclusoes pertinentes.

Alguns materiais de referéncia podem ser encontrados a seguir:

- Operacoes entre Matrizes. Disponivel em:
<http://mecflix.mec.gov.br/video/agora-operacoes-entre-matrizes>. Acesso em:
21 Nov. 2019.

- Operacoes com Matrizes - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/dixrghlgkscos.p
df>. Acesso em: 22 nov. 2019.

- Sistemas Lineares - Parte 2 - OBMEP. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/83voj5081bwgo.

pdf>. Acesso em: 22 nov. 2019.
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