CONSTRUINDO CAIXAS

“Existe uma enorme diferenca entre reconhecerem o
direito de uma pessoa a instrugao e obrigarem-na a ter
uma instrugdao que nao deseja e de que nao precisa. E que,
além disso, a impede de aprender a trabalhar.”

Paulo Geraldo

Obj etivos

e  Definir paralelismo e perpendicularismo entre retas e segmentos.
e  Definir retangulos.

e  Trabalhar a construcdo de retangulos.

e  Trabalhar o conceito de area e volume de retangulo.

° Verificar a presenca de niumeros irracionais em situagoes reais.

e  Trabalhar o conceito de fungao.

e  Trabalhar gréficos de fun¢Ges dos 22 e 3° graus e algumas de suas propriedades.

Conteados

e  Quanto cabe? Conceito de volume.
e  Graficos para a drea e para o volume.

e  Afuncdo das funcdes. Expressdes graficas para area e volume.

Publico—AIvo

Alunos de 12, 22 e 32 séries do Ensino Médio.



D uracao

8 aulas.

M aterial

Tesoura

Cola

Fita crepe

Tinta preta para impressora
Xerox

Lapis preto

Lapis de cor

Borracha

Caneta

Papel sulfite
Papel-cartao

Papel vegetal
Transferidor

Esquadros 45° e 30°/60°
Régua

Papel milimetrado
Material dourado

Fita adesiva



I ntroducao

A construgdo de caixas pode ser uma atividade muito rica no desenvolvimento de conteudos de
matematica para os alunos do Ensino Médio, na medida em que o professor envolve diversos conceitos
a serem explorados na construcdo desses artefatos. Desde a geometria plana, passando pela algebra e
atingindo a geometria analitica, os conteldos vao sendo apresentados nas diversas etapas dessa
construgao.

O simples fato de cortar, dobrar, colar etc. alivia a tensdo provocada pela aula tradicional da sala de aula
e o aluno vai aprendendo sem precisar saber que estd sendo ensinado.

As tarefas incluem trabalho com régua e esquadros, senso espacial e raciocinio geométrico, além da
manipulagao de papel milimetrado para a construgdo de graficos. Férmulas de area de paralelogramo e
volume de paralelepipedo serdo verificadas e aplicadas. Funcdes de segundo grau explorando ponto de
maximo e raizes serao tratadas.

12 Tarefa: Quanto cabe?
Tempo estimado: 3 aulas

O primeiro trabalho desta tarefa é construir caixas com papel sulfite com o objetivo de conceituar
volume como a medida de unidades que podem ser preenchidas no interior do objeto. As caixas a serem
construidas serdo bastante simples. Sua planificagao sera desenhada numa folha de sulfite, que devera
ser recortada, dobrada e colada ou presa com fita adesiva. As caixas deverdo, apds montadas, ter o
formato de uma “caixa de sapato sem a tampa”, ou seja, um paralelepipedo sem a parte superior.

A turma podera se organizar em grupos de quatro ou cinco alunos. Cada grupo recebe algumas folhas
de sulfite, esquadros, tesoura, fita adesiva e cubinhos do material dourado.

A primeira caixa a ser montada deve ser iniciada com a construcao de um retangulo de lados 12 cm por
8 cm. Em seguida, faixas com 2 cm em cada lado devem ser desenhadas. As folhas serdo cortadas para
assumir a seguinte forma:

12 cm 2cm

2cm




Enquanto as caixas sdo desenhadas, informacbes sobre conceitos de geometria serdo disponibilizadas,
tais como: retas-suporte, retas paralelas e perpendiculares, angulos retos e drea de retangulo.

Apds a caixa ter sido montada, peca para que os alunos preencham seu interior organizando cubinhos
do material dourado e questione quantas unidades desses cubinhos cabem nessa caixa.

Crie outras medidas para as caixas, como por exemplo:

e 10cm x 8 cm com faixas de 2 cm;

e 8cmx8cmcom faixas de 2 cm;

e 8cmx6cmcom faixas de 1 cm;

e 10 cm x 8 cm com faixas de 3 cm etc.

Para cada caixa montada, é importante que os alunos registrem quantos cubinhos cabem, no total, em
seu interior. Peca que procurem uma relacdo entre as medidas das arestas das caixas e seu volume.
Sociabilize com os alunos as férmulas encontradas.

¢ V. =a.b.c

Depois dessa discussdo e de ter chegado a uma conclusdo sobre a formula do volume do
paralelepipedo, dé medidas de retangulos diferentes, e com lados maiores que os construidos, para que
os alunos deduzam seu volume, sem precisar construi-los. Por exemplo, retangulo com medidas de
lados de 30 cm por 20 cm e faixas de 4 cm, cujo volume sera de 1.056 cm3.

22 Tarefa: Graficos para a area e o volume
Tempo estimado: 2 aulas

O objetivo desta tarefa é que os alunos reconhecam que a area da base e o volume da caixa de papel,
montada com um retdngulo com medidas de lados fixadas, variam conforme se varia a medida das
faixas usadas para o recorte das abas.

Para cada grupo de alunos formado por quatro elementos, serd distribuida uma folha de tarefa do
Anexo | para ser preenchida de acordo com os valores determinados para as medidas dos lados do
retangulo e da largura da faixa. Neste momento iremos supor que a caixa serd construida partindo de
um retangulo com medida de lados 20 cm por 10 cm. Varias hipdteses sobre a drea do fundo das caixas
e seu volume devem ser levantadas, conforme se varia a largura da faixa. Peca para os alunos verificar
varias medidas que a faixa pode assumir e preencher as tabelas com alguns desses valores. Determinar
as medidas das arestas que a caixa assumird com determinados valores da faixa e calcular a area do
fundo da caixa, colocando os valores numa tabela e calculando o volume colocando os valores em outra
tabela.



Veja se os alunos tém percepcdo sobre os valores maximo e minimo que a faixa pode assumir. Extrapole
a discussdo para o caso de se atribuir a faixa todos os valores possiveis. Neste caso, o intervalo sera
considerado um “Intervalo Sobre R” e poderda ser representado por [=]0,10[ ou
J:{xe]R|0< x <10 }.

Utilizando os pares de eixos cartesianos da folha de tarefa, peca para os alunos construir os graficos de
acordo com a tabela por eles preenchida.

Os graficos devem ter o aspecto parecido com os das figuras abaixo. Peca que os alunos conjecturem
sobre a possivel fungdo relacionada aos graficos.
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Caso os alunos digam que o primeiro grafico representa uma fun¢do polinomial do primeiro grau, peca
para que eles coloqguem uma régua passando pela ordenada 200 e pela abscissa 5 para ver que o grafico
ndo se trata de uma reta. Isso permite descartar tal hipdtese.

E se os alunos chegarem a conclusdao de que o segundo grafico representa uma fungao polinomial do
segundo grau, peca que eles marquem sobre o eixo das abscissas o valor médio entre 0 e 5 (ponto
médio) e tracem uma perpendicular para perceberem que o ponto de maximo do grafico ndo esta na
perpendicular, isto é, o grafico ndo é simétrico. Isso permite descartar tal hipétese.

200
200
180

180
160

140
140

120

100 . . + . . 100 4
80 50
50 . . . . 80
40 . . . . 4
20 0
1 2 3 4 5 5} 1 2 3 4 5 6



32 Tarefa: A funcao das funcodes
Tempo estimado: 3 aulas

O objetivo desta tarefa é que os alunos expressem a area do fundo da caixa e o volume da caixa por
meio de fungdes. Para isso os alunos receberdo folhas de sulfite para desenharem faixas pelas suas
bordas a fim de construir caixas. Pode-se supor nesta tarefa que a folha de sulfite tenha medidas de
30 cm por 20 cm, sem perda de generalidade.

Antes de efetivamente iniciar a tarefa, algumas questdes deverado ser lancadas aos alunos:

e Quais as larguras maxima e minima que a faixa pode assumir?
e Qual o volume da caixa na situacdo em que a faixa é minima?
e Qual o volume da caixa na situacdo em que a faixa é maxima?

Peca que os alunos representem a medida da largura da faixa por x e determinem as medidas dos lados
da base da caixa em funcdo dessa variavel.

Os alunos devem chegar as seguintes expressoes:

30cm X 30 - 2x

20cm |:> |:> 20 - 2x

Agora perceba se os alunos chegaram a expressdo da area do fundo da caixa. Se ainda tiverem
dificuldades, va usando numeros para exemplificar casos particulares até chegar ao caso geral.
Aproveite para revisar a propriedade distributiva, pois os alunos usardo tal operacdo para chegar a
expressao solicitada. Pega que eles discutam entre si sobre a expressdao. Tendo a expressao, pega que a
representem graficamente. Questione os valores maximos (0,600) e minimo (10,0) do grafico. Peca que
determinem as raizes da funcdo e discutam tais resultados. Lembre-os de que os dois valores ndo
pertencem ao intervalo de validade da funcdo.

Como fechamento desta tarefa, é importante deixar claro que o valor de X pertence a um intervalo dos
ndmeros reais. Se chamarmos de L esse intervalo podemos representa-lo por L= { x e R|0< x < 10}.
Em seguida trabalha-se a expressdo da drea. A drea de um retingulo de lados a e b é dada por A = a.b,
entdo, a drea do fundo da caixa, escrita como fun¢do de X serd dada por A(x) = (30-2v) . (20-2), o
que, apos distribuir os termos e simplificar a expressdo, se obtém A(x) = 4x* - 100x + 600, com

A:L— R. O grafico de tal fungdo deve ser construido pelos alunos, mas também é importante té-lo em

tamanho grande (por exemplo em flip-chart) para poder exibi-lo sempre que necessario, inclusive neste
momento para fixar melhor as diferentes formas de representa¢ao de uma mesma situagao.



Agora verifique se os alunos chegaram a expressdao do volume da caixa. Novamente, se perceber
dificuldades por parte dos alunos, auxilie-os, usando valores especificos até chegar a expressao geral.
Peca que eles discutam entre si sobre a expressdo. Tendo a expressdo, peca que a representem
graficamente. Questione os valores (0,0) e (10,0) do grafico. Peca para que estimem o valor da medida
da faixa que permite obter o volume maximo e o valor do volume mdaximo. Pega também que, por meio
do gréfico, verifiquem se os valores estimados sdo representantes do pico do grafico.

Como fechamento desta tarefa, podem ser usadas algumas das percepcdes dadas pelos alunos, que
provavelmente ja devem ter observado que ha um valor dado a faixa que permitird que a caixa tenha
um valor maximo. Por estimativa, esse valor deve ter sido dado por eles como 4 cm ou o nimero 5 cm,
provavelmente. E que o volume maximo é ligeiramente maior que 1.000 cm?. Acreditamos que este seja
o momento para dizer que a funcdo polinomial de terceiro grau e outros graus aparecem nessa e em
outras situagdes praticas.

Informe a eles que a medida da faixa que permite o volume mdximo é um numero irracional, assim
como o numero Pl ou uma raiz de um nimero primo. Aproximadamente, esse valor pode ser dado como
3,93 cm. Pode-se pedir que os alunos tracem uma reta perpendicular e outra paralela ao eixo das
abscissas e que passem pelo pico do grafico e percebam que o pé da perpendicular passa
aproximadamente por 3,9 e a reta paralela passa um pouco acima do 1.000.



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A funcdo que se espera que os alunos cheguem sera V (x) = 4x® - 100x° + 600x. Essa funcdo é derivada
da anterior, visto que, para se calcular o volume de um paralelepipedo de altura C, basta-se usar
V=area base.c .Como a area base é a expressdo obtida anteriormente e C ¢ a altura da caixa, se chega a
V(x) = (4x*- 100x + 600). x, o que finalmente se tem V (x) = 4x*- 100x* + 600x, com V:L— R.

O valor da medida da faixa que permite volume maximo e o valor do volume maximo serdao obtidos
pelos alunos por deducdo e aproximagado, principalmente pelo grafico no momento em que tracam a

perpendicular e a paralela. Mas o professor pode perceber que, se a funcdo do volume for derivada,

obtém-se gx—v = 12¢*- 200x + 600 , € que igualando essa derivada a zero, uma das raizes serd a abscissa

gue permite o volume maximo. Nesse caso a raizé x = 25'3—5W cm, que é um numero irracional. O

volume maximo pode ser entdo aproximado quando se introduz na fungdo V esse valor. Assim o volume

10000 + 7000V7

maximosera V =
27

cm’ ou aproximadamente 1.056,3 cm’.
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Anexo |
Area e Volume do Paralelepipedo como fungdo da faixa da aba
(Retangulo com medidas de 20 cm x 10 cm)

Medidas da caixa apos montada

Faixa Comprimento (a) Largura (b) Altura (c)

Area dabase A= a.h Volume da caixa V= a.b.c

Faixa Area Faixa Area
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Anexo |1
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